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Valorisation d'options par optimisation du Sharpe Ratio
Yoshua Bengio*, Réjean Ducharme†, Olivier Bardou‡ etNicolas Chapados§
Résumé / Abstract
Les travaux précédents sur la valorisation des options entraient en gros dans deux catégories : ou
bien ils étaient basés sur de fortes hypothèses distributionnelles ou économiques, ou bien ils essayaient
d'imiter la formule de Black-Scholes par des modèles statistiques entraînés à approximer les prix de
marché quotidiens à l'aide d'information disponible le jour même.  Le travail présenté ici se rapproche plus
de la deuxième catégorie mais son objectif est différent : prédire les prix futurs d'une option, et établir sa
valeur courante à l'aide d'un scénario de transactions.  Ce travail innove donc de deux façons :
premièrement, il propose une méthode empirique et sans hypothèse pour comparer différents systèmes de
valorisation d'options (en transigeant contre lui-même ou contre le marché) et deuxièmement, il utilise ce
critère pour entraîner un modèle statistique non-paramétrique (utilisant dans ce cas-ci des réseaux de
neurones) pour estimer un prix pour l'option qui maximise l'utilité espérée lorsque l’on transige contre le
marché.  À noter que les prix dépendront de la fonction d'utilité ainsi que du portefeuille (i.e. des risques
courants) de la personne qui transige.  Des résultats préliminaires sur des options d'achat du S&P 500 sont
présentés.
Prior work on option pricing falls mostly in two categories: it either relies on strong distributional
or economical assumptions, or it tries to mimic the Black-Scholes formula through statistical models,
trained to fit today's market price based on information available today. The work presented here is closer
to the second category but its objective is different: predict the future value of the option, and establish its
current value based on a trading scenario. This work thus innovates in two ways: first it proposes an
empirical and hypothesis-free method to compare different option pricing systems (by having trade
against each other or against the market), second it uses this criterion to train a non-parametric statistical
model (here based on neural networks) to estimate a price for the option that maximizes the expected
utility when trading against the market. Note that the price will depend on the utility function and current
portfolio (i.e. current risks) of the trading agent. Preliminary experiments are presented on the S&P 500
options.
Mots-clés : Black-Scholes, valorisation d'options, modèle statistique non-paramétrique.
Keywords: Black-Scholes, option pricing, non-parametric statistical model.
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1 Introduction
Nos travaux precedents (Garcia et Gencay 1998; Dugas, Bengio, Belisle,
Nadeau et Garcia 2001; Bardou et Bengio 2002; Dugas et Bengio 2002;
Dugas, Bengio, Belisle, Nadeau et Garcia 2002) se sont concentres sur
la modelisation du prix des options avec des methodes statistiques a partir
des intrants de la formule de Black-Scholes (Black et Scholes 1973). Ici,
nous prenons une direction dierente basee sur l’idee de determiner un prix
rationnel des options d’achat europeennes de maniere empirique. La premisse
est qu’il nous faut un moyen de comparer plusieurs methode de valorisation
d’options sans se referer uniquement au prix du marche au moment de la valori-
sation (car le prix au marche pourrait ne pas e^tre ecace, et c’est justement ce
qu’un speculateur voudrait decouvrir). En eet chacune de ces methodes peut
dependre de dierentes hypotheses statistiques ou economiques : il est dicile
de savoir ce qui arrive quand ces hypotheses ne sont pas tout a fait valides.
Apres avoir elabore une approche empirique pour comparer a-posteriori et de
maniere empirique la qualite de dierentes methodes de valorisation d’option,
nous considerons comment optimiser une methode de valorisation de maniere
a augmenter sa qualite.
2 L’idee
Supposons que nous connaissions le prix \juste" d’une option d’achat d’un
certain type (c’est a dire qui mature a une certaine date, et avec un certain prix
d’exercice), pour un certain sous-jacent. A une date initiale t1, si ce prix est
susamment superieur a celui du marche, nous decidons donc d’acheter ces op-
tions au prix du marche puis de les revendre a une date ulterieure t2, toujours au
prix du marche (il y a certainement des manieres plus sophistiquees d’exploiter
un mis-pricing du marche mais nous avons d’abord choisi celle-la pour sa sim-
plicite). Inversement, si la valorisation predite a t1 est susamment inferieure
au prix du marche a t1, on peut vendre une certaine quantite de l’option (a
decouvert), pour la racheter a une date ulterieure t2. Dans nos experiences nous
considerons pour chaque t1 ou l’option s’est transigee un grand nombre de dates
t2 > t1 mais t2 inferieure a la date de maturite moins une semaine, telles qu’une
transaction a ete rapportee dans les donnee pour la date t2.
Formellement, soient ct, le prix au marche de l’option d’achat a la date t,
t, la quantite d’options a transiger a la date t (si  devait e^tre negative, nous
vendrions a la date t1 pour acheter a t2). Soit enn ft, notre prix \juste" de
l’option d’achat a la date t. Nous acquerons donc t1 options d’achat au prix
ct1 et les revendons au prix ct2 . Par consequent, dans le cas d’une transaction
sans frais, notre prot sur la periode [t1; t2] sera :
pt1;t2 = t1(ct2 − ct1):
De facon plus realiste, nous devons ajouter a cette formule des frais de transac-
tion additifs (independant de la quantite et de la valeur des options transigees)
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, ainsi que des frais multiplicatifs (qui dependent de la valeur transigee a
l’achat ET a la vente) avec un facteur . Donc, si on tient compte des frais de
transaction, le prot d’une transaction s’ecrit pluto^t :
pt1;t2 = t1(ct2 − ct1)− jt1 j(ct2 + ct1)− 2
Avant d’aller plus loin, et puisque nos transactions s’echelonnent sur dierentes
periodes de temps, il serait bon d’introduire le concept d’actualisation du prix
des options. Ce concept a pour but de tenir compte du fait que 1$ transige
hier vaut plus que 1$ transige aujourd’hui et qui lui vaut plus que 1$ transige
demain. Ceci peut e^tre explique par le fait qu’un placement sans risque de 1$ a
un taux d’intere^t quotidien rt au temps t vaudra, au temps  > t, ert; (−t)=365
ou rt; represente la valeur moyenne du taux d’intere^t quotidien sur la periode
[t;  ]. Par consequent, et pour des raisons de lisibilite, tous les prix d’option et de
sous-jacents que nous utiliserons par la suite seront en realite des prix actualises
a une date de reference t0 anterieure. Par exemple, ct1 devrait e^tre lu comme
ct1e
−rt1;t0 (t1−t0)=365 (en supposant que les dates sont exprimees en jours).
Pour denir la qualite d’une strategie de valorisation, il nous faut malheu-
reusement faire un choix qui peut sembler un peu arbitraire, soit celui d’une
fonctionnelle qui mesure cette qualite. Comme notre but n’est pas seulement de
maximiser les prots, mais egalement de minimiser les risques, nous avons ici
choisi comme critere le Sharpe Ratio (Sharpe 1994) deni par :
Sharpe Ratio =
E[pt1;t2 jt1]p
V ar[pt1;t2 jt1]
3 Choix de 
Ce qu’il nous faut maintenant c’est choisir t1 = f(yt1 − ct1), ou yt1 est
la valorisation de ct1 faite par un reseau de neurones et f() est une fonction
monotone croissante qui nous reste a determiner. Pour ce faire, nous ferons les
suppositions statistiques suivantes :
E[ct2 jt1] = yt1
V ar[ct2 jt1] = 2c2t1
Cas special a une seule paire de transactions Pour ce cas special, on
peut ecrire le prot comme :
pt1;t2 = (ct2 − ct1)− 2I 6=0 − jj(ct2 + ct1)
ou I est la fonction identite. Etant donnee cette formule pour le prot, on
obtient les statistiques suivantes :
E[pt1;t2 jt1] = (yt1 − ct1)− 2I 6=0 − jj(yt1 + ct1)
= yt1(1− sign())− ct1(1 + sign())− 2I 6=0
V ar[pt1;t2 jt1] = 22c2t1(1− sign())2
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en utilisant le fait que jj = sign(). La formule du Sharpe Ratio devient alors :
Sharpe Ratio =
yt1(1− sign())− ct1(1 + sign())− 2I 6=0q
22c2t1(1− sign())2
=
yt1(1− sign())− ct1(1 + sign())
sign()ct1(1− sign())
− 2I 6=0
sign()ct1(1− sign())
=

sign()ct1(1− sign())
− 2I 6=0
sign()ct1(1− sign())
avec   yt1(1− sign())− ct1(1 + sign()).
Etant donne que Sharpe Ratio  −1sign() (pour ce cas special), la fonction
d’utilite est maximale lorsque  ! 1, ce qui n’est pas vraiment interessant.
Mais on peut quand me^me trouver la condition pour laquelle le prot espere
sera positif.
Sharpe Ratio > 0 , − 2 > 0
,  > 2
Cas 1 :  > 0 )  > 2
Cas 2 :  < 0 )  < 2
Sinon, il est preferable de choisir  = 0.
Cas a deux paires de transaction Dans ce cas, la fonction d’utilite s’ecrit :
Sharpe Ratio =
11 + 22 − 4I 6=0p
21
2
1c
2
1t(1− sign(1))2 + 2222c22t(1− sign(2))2
 p
p
On suppose maintenant que 1 et 2 sont non-nuls. On xe alors 2 et on
cherche 1 (relatif a 2) qui maximise le Sharpe Ratio . Etant donne que le
Sharpe Ratio n’est plus une fonction simple de 1, on se retrouve maintenant
avec la derivee suivante :
@Sharpe Ratio
@1
=
1
p
− 11 + 22 − 4
3p
1
2
1c
2
1t(1− sign(1))2 = 0
ou, apres quelques calculs,
1 =
122
22 − 4
22c
2
2t(1− sign(2))2
21c
2
1t(1− sign(1))2
Maintenant, pour simplier un peu, on suppose que 1  2, c1t  c2t, et
en prenant avantage du fait que 1−sign(2)1−sign(1)  1, on a :
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1 =
122
22 − 4
ou
1
2
=
1
2 − 4=2
Etant donne que 2 represente une \autre paire de transactions" arbitraire,
nous proposons le systeme de decision suivant (en ne considerant qu’une paire
de transactions a la fois) :
direction = tanh(γ1(yt1 − ct1))
 = yt1(1−   direction)− ct1(1 +   direction)
~t1 = C 
n = ~n sigmoid((~n− 2))
t1 = ~t1  sigmoid(γ2(~t1− 2))
ou C represente notre capital disponible, et γ1 et γ2 sont 2 parametres de lissage.
4 Mise en uvre
Comme dans nos travaux precedents, nous utiliserons un reseau de neurones
a 1 couche cachee, pour apprendre la valorisation des options, de la forme :
yt1 = v0 + v  tanh(w  xt1 + w0)
ou xt1 represente le vecteur d’entree au temps t1, et les parametres appris sont
(w;w0; v; v0). Le vecteur d’entrees est constituee des donnees suivantes :
{ T − t1 (T = maturite de l’option)
{ rt1 (taux d’intere^t)
{ log(ct1=K) (K = prix "strike" a maturite)
{ log(st1=K) (st = prix "spot" du sous-jacent au temps t)
a cela, on ajoute egalement des moyennes mobiles sur 1, 2, 5, 10 et 20 jours de
ct et st.
Nous avons teste notre modele sur les donnees d’options d’achat du S&P500
pour les annees 1994-1997 et janvier 2000 a aou^t 2001. Nous n’avons pas utilise
nos donnees de 1987-1983 car le volume des transactions n’y est pas disponible
et nous n’avons pas conance au suppose prix au marche pour les journees ou
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Tab. 1: Sharpe Ratio pour les options d’achat du S&P500 pour les annees 1994-
1997 et 2000 a aujourd’hui.  represente les frais de transaction additifs (en $),
 les frais multiplicatifs (en %), et SR est un acronyme pour Sharpe Ratio .
Le Sharpe Ratio na¨f est calcule a partir de l’achat d’un nombre constant du
sous-jacent sur l’ensemble de test.
 ($)  (%) SR (train) SR (test) SR na¨f
0 0 0.526799 0.52882 0.0424136
0 0.1 0.523222 0.525131 0.0424136
0 5 0.457221 0.458096 0.0424136
20 0 0.117902 0.130939 0.0424136
20 0.1 0.117506 0.130491 0.0424136
20 5 0.097403 0.10761 0.0424136
il n’y a pas eu de transaction. Pour chaque option transigee a t1 (avec maturite
T ), nous avons garde toutes les donnees avec t2 pour lesquelles t1 < t2 < T
qui ont ete transigees. Au total, ceci nous donne une base de donnees contenant
1029006 entrees.
5 Resultats et discussion
Dans cette section, nous presenterons nos resultats preliminaires. Pour chaque
experience, nous avons utilise un reseau de neurones (comme decrit precedemment)
avec 90 unites cachees et entra^ne avec un maximum de 200 iterations utilisant
un gradient conjugue batch (etant donne le cou^t Sharpe Ratio , il n’est pas
possible d’utiliser le gradient stochastique). Pour chaque resultat, nous avons
indique la valeur des frais de transaction (en $ pour les frais additifs et en % pour
les frais multiplicatifs), la valeur du Sharpe Ratio sur l’ensemble d’entra^nement
et de test. Nous avons egalement ajoute une valeur de reference (qu’il nous faut
battre) et qui consiste a calculer le Sharpe Ratio (sur le me^me ensemble de
test) pour un systeme na¨f qui achete toujours le me^me nombre d’actions du
sous-jacent (\na¨f SR" dans le tableau), donc du SP500. Dans tous les cas, les
donnees ont ete melangees au prealable, et la moitie des donnees furent utilisees
pour l’entra^nement et l’autre moitie pour le test.
Premierement, rappelons que ce tableau ne resume que des resultats tres
preliminaires. Aussi, nous avons mene nos experiences avec des donnees melangees
pour verier la faisabilite de notre heuristique quant au choix de  (le nombre
d’options a acheter ou a vendre, etant donne le prix appris par notre modele).
Ce qui ressort des resultats du tableau 1, c’est que notre modele est tres
performant a modeliser la distribution stationnaire des donnees, c’est-a-dire qu’il
fait tres bien sur des donnees melangees. Pour toutes les combinaisons de frais
de transaction, il fait beaucoup mieux que l’acheteur na¨f qui achete toujours le
me^me nombre d’actions du sous-jacent.
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Pour la suite de notre projet de recherche, nous voulons evidemment etendre
nos previsions a des donnees non-melangees qui conservent leur caractere tem-
porel. Nous esperons egalement ameliorer nos predictions en augmentant notre
base de donnees avec, entre autres, d’autres series d’options provenant d’indices
nanciers dierents. Il serait egalement interessant de tester notre modele avec
des options de vente.
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